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1 Introducao

O estudo das Equacoes Diferenciais comega com a criacao do Calculo Diferencial e Integral
no século XVII e é guiado, inicialmente, por suas aplicacoes a mecanica das particulas.
Nessas aplicagoes, o uso de leis fisicas, como as trés leis de Newton da Dinamica e a lei
da gravitacao universal, possibilitam obter Equacgoes Diferenciais Ordinarias que repre-
sentam os fendmenos em estudo.

O sucesso em tratar esses problemas utilizando o Célculo foi um enorme estimulo aos
fisicos e matematicos do século seguinte em procurar modelos para problemas da Mecanica
do Continuo e de outros ramos da Fisica ( Termologia, por exemplo) que expressem
fenomenos em termos de Equacoes Diferenciais.

Entretanto as equagoes resultantes, sendo Equacoes Diferenciais Parciais, traziam sérias
dificuldades em sua resolucao.

Dois problemas basicos que aparecem no estudo dos matematicos do século XVIII sao
as seguintes:

(1) No problema da conducao do calor em uma barra, a temperatura u(z,t) do ponto
x da barra, no instante t, deve satisfazer a equacgao do calor

U — k Uz, = 0.

(2) No problema das vibragoes transversais de uma corda, a posigao u(z,t) de um ponto
x da corda, num instante ¢, deve satisfazer a equacao de ondas

Uy — k Uy = 0.

Para os problemas (1) e (2), k é uma constante real positiva. A obtengao de solugbes sat-
isfazendo, além da equagao diferencial, a certas condic¢oes iniciais e condi¢oes de fronteira
¢ uma tarefa dificil.

Para o estudo da existéncia de solugao destes problemas os métodos analiticos foram
surgindo por adaptagao de uma idéia original de Fourier (1822), que consistiu na técnica
de separacao de variaveis para obter problemas de autovalor, para as Equacoes Difer-
enciais Ordinarias, estreitamente relacionadas com as Equagoes Diferenciais Parciais em
questao. Em (1908) tivemos o método de Ritz para problemas variacionais e como gen-
eralizagao deste tivemos o método de Galerkin (1908). Explorando a idéia original de
Fourier, Sandro Faedo (1945) aprimorou o método de Galerkin e desenvolveu um método
conhecido atualmente como método de Faedo-Galerkin para a resolucao de problemas de
evolugao.

Neste contexto duas questoes surgem naturalmente na resolucao de problemas governados
por Equacoes Diferenciais Parciais: A existéncia da solugao e a estabilidade da solugao.
Neste minicurso estudaremos estas duas questoes.



E portanto, de fundamental importancia o futuro matematico dominar o método de Faedo-
Galerkin, atualmente o mais utilizado para resolucao analitica de Equagoes Diferenciais
Parciais e em relacao a estabilidade, dominar o Método de Energia, utilizado para fazer
a analise do comportamento assintotico da solucao obtida.

O ambiente natural para buscar a solucao de Equagoes Diferenciais Parcias é o Espaco
de Sobolev cuja referéncia bibliografica classica ¢ R. A. Adams [1]. Com relagdo ao com-
portamento assintético da solugao a bibliografia esta diretamente relacionada com o tipo
de mecanismo dissipativo introduzido para a estabilizacao do sistema. Neste minicurso
limitaremos o estudo ao “damping” friccional.

Cabe informar que utilizaremos uma bibliografia mais recente o que permitird ao aluno
uma analise comparativa da evolugao da linguagem e das técnicas aprimoradas nos tltimos
anos.

2 Objetivo
Nossos objetivos:

e Apresentar o método de Faedo-Galerkin e o Método de Energia.
e Estudar o comportamento assintético para ondas com amortecimento friccional.

e Provar a estabilidade exponencial do modelo de vigas laminadas.

3 Metodologia

Denotamos por

L
L*(0,L) = {u . (0,L) — R\/ lu |*dx < C}
0
e introduzimos os seguintes espacos de Sobolev, que faremos uso ao longo do texto.

H'(0,L) = {ue L*(0,L) talque u,€ L*(0,L)},
Hy(0,L) = {u€ H'(0,L) talque wu(0)=u(L)=0},
H?*(0,L) = {ue L*(0,L) talque u, € L*(0,L) e wuy € L*(0,L)}.



Inicialmente iremos considerar as pequenas vibracoes verticais de uma corda delgada de
comprimento finito L, fixa nas extremidades. Vamos denotar por u = u(z,t) a posigdo
da corda no ponto = € (0, L) no instante ¢t > 0. Nesta condi¢ao temos o seguinte modelo
conhecido como equagao da onda.
utt—kzum = O, S (O,L),t>0,

uw(0,t) =u(L,t) = 0, t>0. (3.1)
Os dados iniciais do problema (3.1) serao escolhidos nos espacos de Sobolev conforme
indicado abaixo

u(z,0) = wup(x) € Hy(0, L)
(3.2)
u(z,0) = w(x) € L*(0,L).

Em seguida iremos obter a solugao de (3.1)-(3.2) através do Método de Faedo-Galerkin,
o qual consiste em obter a solugao do problema aproximado em um espaco de dimensao
finita e usando resultados de imersoes dos espacos de Sobolev, gerar condigoes para pas-
sagem ao limite e consequentemente obter a solucao do problema no espaco onde estao
localizados os dados iniciais.

Esta solugdo com os dados iniciais em H} e L? é denominada solugao fraca enquanto
que a solugao com os dados iniciais ug € Hj N H* e u; € H} é denominada solugao forte.

Conhecendo a solugao denotamos a energia total do modelo por

1 [t k [F
E(t) = —/ |ut|2dx + —/ |ux|2dx,
2 Jo 2 Jo

onde a primeira parcela é a energia cinética e a segunda parcela é a energia potencial.

E facil verificar que a energia total de (3.1)-(3.2) é conservativa, isto é
d

ZB(t) = 0.

Acontece que em situacoes da vida real, a corda apds ser posta em movimento, deixa
de vibrar por varios motivos, tais como, o atrito, a resistencia do material, a diferenca de
temperatura entre a corda e o meio ambiente, a viscosidade, etc. Estaremos abordando o
modelo com atrito, cuja formalizacao segue abaixo.
Uy — kg +auy = 0, xe€ (0,L), t>0,
u(0,t) =u(L,t) = 0, t>0.
(3.3)
u(z,0) = wup(x)

w(z,0) = w(z).



Neste momento utilizando adequados multiplicadores, via o Método de Energia constru-
iremos um funcional de Lyapunov, que é um funcional equivalente ao funcional de Energia
e que decai exponencialmente.

Com o funcional de Lyapunov iremos provar a estabilidade exponencial do modelo dissi-
pativo (3.3). Do ponto de vista matematico iremos provar a seguinte desigualdade

E(t) < C E(0) e

onde C' e w sao constantes reais, positivas e independentes dos dados iniciais.

4 O Método de Faedo-Galerkin

Inicialmente vamos dizer o que entendemos por solucao fraca para o modelo

utt—kum = O, T € (O,L), t>0,
u(0,t) =u(L,t) = 0, t>0

u(z,0) = wug € Hy
uy(2,0) = uy € L?
Definigao 4.1. Dizemos que u : (0, L) — R € uma solugao fraca para (4.1) quando
d L L
— utgzﬁdx—i-k:/ Uy ppdr =0 YV ¢ € Hy(0,L)
e a indentidade € no sentido de D' (0,T).

Vamos provar a existéncia e unicidade de solugao para (4.1) utilizando o método de
Faedo-Galerkin.

4.1 O problema aproximado

Considere {wy, wa, - *, Wy, - - -} uma base de H}(0, L). Como H} é um espago de Hilbert,
podemos utilizar o processo de ortogonalizacao de Granh-Schmidt e sem perda de gener-
alidade, podemos supor que esta base é ortonormal.

Seja V,, = [wy,ws,- - -, wy| o espago vetorial finito gerado pelos m-primeiros vetores
da base de tal forma que

lim V,, = H_.

m—00

O problema aproximado consiste em encontrar u™ € L*(0,7,V,,) tal que

d L

L
— u;”gbdx—i—k/ uy ¢pdr =0 YVoelv, (4.2)
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e além disto

u™(z,0) = ul' = uy em H,
u(2,0) = u" —u; em L?

onde

u™(z,t) = Z Gim (t)w;(x).

Fazendo ¢ = w; € V,,, em (4.2) obtemos

d

L L
—/ u;"wida:+k/ urwidr =0 em V,
dt 0 0 ’

isto é
L L
/u?;wid:v—l—k/ uy Wiy dr =0 em V,
0 0

de onde segue

mo.L mo.L
Z/o Gim (Dwj wi do + K Z/o Gim(t)Wwj wipder =0 em V,,.
=1 j=1

Sendo a integral em (0, L) temos

m L m L
Z g;/m(t) / w;w;dr + k Z Gjm(t) / Wjg Wigdr =0 em V.
= 0 0

J=1

Agora definimos
mooaL
A" = /{:Z/ W) Wi g dT
j=1"0

e usando as propriedades da base ortonormal obtemos
gjm(t) + Amgjm<t) =0,

que é um Sistema de Equacgoes Diferenciais Ordinarias de 2* ordem, que admite solucao
tnica em (0,7), T' > 0 para dados iniciais fixados.

4.2 Estimativas a priori

Vamos agora obter as estimativas que nos possibilite a passagem ao limite no problema
aproximado.

Fazendo ¢ = w; e multiplicando a equagao aproximada (4.2) por g;-m(t) obtemos
L , L /
/ gy i (t) Wi d + k/ Uy G (t) Wipdr =0 em Vi,
0 0
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aplicando o somatoério temos

de onde segue
L L
/ ug‘u;”dx%—k/ uy Uy dr =0 em V,,
0 0
que pode sescrito do seguinte modo

1d [* kd "
55/0 \u;”|2dx+§ﬁ i u?)?dz =0 em V.

Agora integramos em (0,7"), T'> 0 e obtemos

1 [* ko[* 1 [* k("
5/ |u§”\2dx+§/ |u?|2dx:§/ |u§”|2dx—|—§/ lufl?dz em V.
0 0 0 0

Lembrando que

m 1
uy = up em H
u" —u; em L2

e que V,, C Hy C L? temos que

1 [* k("
5/ lu™|* da + 5/ [u)? dz < C. (4.3)
0 0

Temos entao que

w6 limitada em L™(0,T; L?)
u™ ¢ limitada em L*°(0,7}; L?)

T

logo existe uma subsequéncia de u™, que continuaremos denotando do mesmo modo, tal
que

w” —u, em L®(0,T;L? (4.4)
u™ = u, em L>(0,T;L?) (4.5)

4.3 Passagem ao limite

Da equagao (4.2) temos

d

L L
—/ u;”wd:c—i—k/ uy wydr =0 YweV,.
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Multiplicando por 6 € D(0,T) e integrando em (0,7") obtemos

T d L T L
/ d_/ ul”wdx@dt—i—k:/ / uy Wy drOdt =0 Y weV,.
o dtJo o Jo

Integrando por partes obtemos

T L / T L
—/ / uy" wdx 0 dt+k3/ / uy wedrfdt =0 YweV,.
o Jo o Jo

Agora passando ao limite m — oo e utilizando as convergéncias (4.4) e (4.5) temos

T L / T /L
—/ / wwdx 6 dt—l—k:/ / Uy Wy dr Odt =0 VwEH&.
o Jo o Jo

Integrando novamente por partes

T d L T L
/ —/ utwdxﬁdt—I—k/ / Uy Wy dz O dt =0 ‘v’weH&.
o dt )y o Jo

Logo podemos escrever

d L L
<d_/ utwdedt+k‘/ Ugp Wy dx Odt, 0) =0
L Jo 0

onde (, ) denota o produto interno em D(0, 7).

Podemos afirmar que

d [* L ,
7 utwdx—l—k/ Uy wydr =0 VY we€ H; em D(0,T).
0 0

0 que prova a existéncia de solucao fraca.

Observagao 4.1. Note que para a obtencgao de solugao fraca provamos

I ko[*
5/ |u§”|2d:c+§/ |u™|? dz < C,
0 0

1sto €, provamos que a energia de primeira ordem € limitada.

Agora vamos definir solucao forte. Considere o seguinte problema

Uy —kug, = 0, xz€ (0,L), t>0,
u(0,t) =u(L,t) = 0, t>0
(4.6)
u(z,0) = wuy€ Hy N H?

uy(2,0) = wuy € Hy



Definigao 4.2. Dizemos que u : (0, L) — R € uma solugdo forte para (4.6) quando

d L L

pn uttgzﬁdquk/ Ut pdr =0 VY ¢ € Hy(0,L)N H*(0,L)
0 0

e a indentidade € no sentido de D'(0,T).

Observacao 4.2. Para provamos a existéncia de solucdo forte, derivamos a solucdo
aprorimada em relacao a varidvel tempo e procedimos de maneira andloga ao caso de
solugao fraca para obtemos uma limitagcao para a energia de seqgunda ordem, do tipo abaixo

1 [ 1 [
5/ |u§?!2daj+§/ \uﬁ]deSC’,
0 0

com esta limitacao podemos obter as convergéncias necessdarias para passagem ao limite
na equacao aproximada.

4.4 Unicidade de solugao

Vamos supor que exista duas solucoes u e v nas seguintes condigoes:

utt—k‘um = O, S (O,L), t>0,
uw(0,t) =u(L,t) = 0, t>0

(4.7)
u(z,0) = wy € Hy N H?
uy(2,0) = wuy € Hy
/Utt—k"l);m; = 0, x € (O,L), t>0,
v(0,t) =v(L,t) = 0, t>0
(4.8)
v(r,0) = wuy € HyN H?
ve(z,0) = uy € Hy.
Definimos z = u — v ¢ obtemos de (4.7) e (4.8) o seguinte problema
Ztt—kZ:mj = O, T € (O,L), t>0,
2(0,t) =z(L,t) = 0, t>0
(4.9)

2(x,0) = 0€ HyNH?
z(x,0) = 0¢€ Hj.

Multiplicando (4.9) por z;, integrando por parte e usando a hipdtese que os dados iniciais

sao nulos, temos que
1 [* ko[*
—/ |zt|2dm+—/ | 2| dx = 0,
2 Jo 2 Jo

de onde segue diretamente da desigualdade de Poincar’e que z = 0 e portanto u = v.

10



5 O Meétodo de Energia

Nesta secao iremos considerar a equacao de ondas com amortecimento friccional e ire-
mos provar que a solugao decai exponenciamente. Neste sentido consideremos o seguinte
problema:

Uy — kUgy +uy = 0, z€ (0,L), t>0,
uw(0,t) =u(L,t) = 0, t>0.
(5.1)
u(z,0) = wuo(x) € Hy(0,L) N H*(0,L)
uy(2,0) = wuy(w) € Hy(0,L).

Inicialmente vamos mostrar que este modelo ¢é dissipativo.

Multiplicando a equagao de ondas dissipativas por u; e integramdo em (0, L) obtemos

L L L
/ Uy Up AT — Kk / Uy Up AT + / lu|? dz = 0.
0 0 0

Integrando por partes e utilizando as condi¢oes de contorno obtemos

dl/L ) dk:/L ) /L )
—= u|* dr + —= Ug|“dr = — « ug|” dux,
MOM MOH O\tl

isto é
d L
—E(t) = —« |us|? do, (5.2)
dt 0
de onde segue que a energia total é decrescente e portanto o sistema é dissipativo.
Agora note que na expressao (5.2) conseguimos recuperar parte da energia com o sinal
negativo, isto é, apenas a energia cinética. Vamos agora recuperar o restante da energia,

ou seja, vamos recuperar a energia potencial.

Neste sentido, multiplicando a equagao de ondas dissipativas por u e integrando em (0, L)

obtemos
L L L
/ uttudx—k/ umudqua/ us udr = 0. (5.3)
0 0 0
Note que
’ + fuf
—u U = Uy U+ |u
pTAl tt t
(5.4)
d + | |2.
—Ug U = Ugy U+ |y
dt
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Agora integrando (5.3) por partes, utilizando as conndigdes de contorno e também as
identidades (5.4) obtemos

d [t o [r L L
E[/ wpudr + 5/ lu|? dx] = / || d — k/ | |* da. (5.5)
0 0 0 0

Agora definimos

e de (5.2) e (5.5) obtemos para € > 0

d

CIB() +< B (1) :—(oz—a)/o |ut|2dx—k5/0 s 2 da (5.6)

O funcional L(t) = E(t) + ¢ Ey(t) é denominado de funcional de Lyapunov. Por sua con-
strugao este funcional é equivalente ao funcional de energia E(t), isto é, existem constantes
positivas ¢ e ¢y tal que

o B(t) < £(1) < 3 (1), (5.7)
Agora escolhendo
a
c=3
segue de (5.6) que

d I ko[t
2L = —al= 2de + = % dx].
Ge0=—al; [uPde+ g [l a

Finalmente usando (5.7) na expressao anterior podemos concluir que

1 o'
Et)<CE0)e ™", onde C=— e w=—.
C1 Co
Vamos provar que o mesmo resultado sobre o decaimento exponencial vale para solugoes

fracas. Para isto, fixamos o dado inicial fraco, por densidade, consideremos uma sequéncia
de dados fortes que converge na norma de F(t), ao dado inicial fraco, isto é,

E0,u") — E(0,u) quando n — oc.
Pelo resultado anterior temos
E(t,u") < CE(0,u")e !

onde C' e w nao dependem dos dados iniciais. Agora usando a semi-continuidade fraca do
funcional de energia temos que

E(t,u)

IN

liminf E(t, u™)

n—oo

< liminf C E(0,u") e "

- n—00

< CE(0,u)e "
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6 Vigas Laminadas

6.1 Aspectos historicos

Pelo que se tem conhecimento a sua aplicacao concreta teve inicio no século XIX. Nesse
periodo destacou-se o coronel Emy, na Franga, que fabricou vigas compostas por laminas
(tdbuas) sobrepostas, mantidas unidas por pregos e cintas metdlicas. No entanto, para
dar origem a Madeira Laminada-Colada (MLC) empregada na fabricagdo de elementos
estruturais a serem utilizados na construgao civil, sé foi possivel, com o surgimento de
colas de alta resisténcia. O Alemao Friedrich Otto Hetzer foi quem patenteou, em 1901,
esse método de construcao, que utilizava o adesivo caseina.

Em 1934, nos Estados Unidos, o alemao Max Hanisch projetou o edifico do Laboratorio
de Produtos Florestais — projeto que incluiu arcos e vigas laminadas — implementando
a técnica da madeira colada; foram efetuados diversos ensaios nao destrutivos em vigas
e, posteriormente, ensaios destrutivos em arcos, com o objetivo de estudar a resisténcia
mecanica. Tais ensaios foram determinantes na aceitacao da madeira laminada para fins
estruturais.

Em 1940, com o aparecimento das colas sintéticas que o sistema laminado-colado conheceu

o seu grande progresso, passando a ser utilizado na construgao de pontes e construgoes
marinhas, que tinham necessidade de um alto grau de resisténcia e durabilidade.

6.2 Vantagens de usar vigas laminadas de madeira

Adesivo\ Laminas

e Grandes envergaduras: A madeira laminada colada se caracteriza por alta ca-
pacidade de carga e baixo peso proprio, permitindo assim a fabricacao de compo-
nentes de pequenas dimensoes e grandes envergaduras.

e Formas livres: A madeira laminada colada proporciona uma grande flexibilidade
com curvaturas, arqueadas e dobradas em sua forma.

e Nimero menor de ligagoes: FEm comparacao com as estruturas de madeiras
feitas com pecas macicas, os elementos concebidos em madeira laminada colada
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exigem um numero bem menor de ligagoes, uma vez que sao previstos para grandes
dimensoes.

Leveza: A leveza das estruturas em madeira laminada colada oferece maior facil-
idade de montagem, desmontagem e possibilidade de ampliagao. Além disso, com
o peso “morto” sendo menor se comparado com outros materiais, como o concreto,
pode-se economizar também nas fundacgoes.

Resisténcia mecanica: Para uma viga de madeira laminada colada e uma de
aco, com a mesma massa, observa-se a mesma capacidade de resisténcia. Da mesma
maneira, se for feita a comparacao entre uma viga de madeira laminada colada e
uma de concreto, com o mesmo volume, observa-se que as duas possuem o mesmo
poder de resisténcia, sendo que neste caso a de madeira laminada colada fica aprox-
imadamente cinco vezes mais leve que a de concreto.

Sustentabilidade: No hemisfério norte a utilizagao da madeira de reflorestamento,
basicamente formada por Pinus encontrado em abundancia em paises do hemisfério
norte, teve nessa madeira de facil trabalhabilidade, a sua grande aliada. No hem-
isfério sul a madeira laminada colada tem se mostrado uma alternativa promissora
também para um melhor aproveitamento dos recursos florestais brasileiros. Atual-
mente, com o aumento da preocupacao com a preservacao do meio ambiente e as
mudancas nas praticas de gestao florestal, a madeira macica esta cada vez mais cara
e mais dificil de se obter, tornando assim cada vez mais necessaria a reducao no
consumo de madeira maci¢a. Como a madeira laminada colada (MLC) faz o uso
de menores dimensoes da madeira, sendo ao mesmo tempo projetada para ser mais
forte e do mesmo tamanho que a madeira macica, seu emprego na construcao civil
tem aumentado consideravelmente.

Figura 2: Shopping Iguatemi - Fortaleza/CE
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6.3 Estabilidade exponencial

Vamos considerar o sistema (6.1)-(6.3) para duas vigas com “damping”estrutural 4vs,
gerado pelo deslizamento interfacial s e amortecimento friccional cvu, e (s — ),

prug + k() — uy)y + auy =0, (6.1)
p2(s = )i — b(s — V)aw — k(Y — uz) + B(s — 1)y = 0, (6.2)
P81t — bSpr + 3k(V — uy) + 40s + 4ys, = 0. (6.3)

aqui u(z,t) denota as vibragoes transversais, ¢ (x,t) representa o angulo de rotagao e
s(x,t) é proporcional a quantidade de deslizamento na interface de contato no tempo
t na variavel longitudinal espacial x. pq, k, p2,b,0,7 sao constantes que representam a
densidade da viga, a rigidez do cisalhamento, momento de inércia, rigidez da flexao,
rigidez do adesivo e o adesivo da viga, onde (z,t) € (0,1) x (0,00) com condigbes de
fronteira

In [4] the system (6.10)-(6.5) was derived in details and was proved the existence and
uniqueness of solution in the class

(u,9,5) € C([0,T]: H)NnC*([0,T]: V).
Now for asymptotic behaviour, in this work, we applied the Energy Method, that consists
in the use of appropriated multiplies to build a functional of Lyapunov for the system.
6.3.1 Energia do sistema

De agora em diante iremos usar a seguinte notagao

1
(u, v) :/ u(z, t)v(z, t)dr, wu,v € Hy(0,1), e (u,u)=|ul?
0

Vamos entao deduzir a energia do sistema e provar seu carater dissipativo. De fato temos
o seguinte resultado.

Teorema 6.1. A energia do sistema € dada por

1
E(t) = 5Bpulluel” + 3k[[¢ — wal|* + pallsul[* + bl .

+ 40][sI* + Bpall(s — ©):l[* + 30|(s — 1) [’]

satisfaz
d
SB(t) < ~3allull? — 1l — 381](s — )
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Demonstrag¢ao. Primeiro multiplicamos (6.10) por 3u; e obtemos
{prug, 3ug) + k(1 — ug)z, 3ug) + (g, 3ug) = 0.

Fazendo integracao por partes e usando as condigoes de fronteira obtemos

1d
5 ool P = (3k(Y — up), uw) + 3alfu[]* = 0.
2dt
A 1ltima equacgao pode ser escrita como
1d 9 2
§£3p1HUtH — Bk(Y — ug), (ug — P + 1)) + 3a|[ug|” = 0,
e entao
1d ‘
5= 3ol + 311 = wall?] + (Bh(v — ), —) = 30l jul (6.6)

Agora multiplicando (6.10) por s; temos
<p23tt> St) - <b5:c:r:7 St) + <3k(¢ - um)a 3t> + <4557 St) + <475t’ 8t> = 0.

Fazendo integracao por partes temos

1d [
2dt
Neste momento multiplicamos (6.10) por 3(s — 1); e obtemos

(p2(s = )it 3(s = ¥)1) = (0(s = V)aas ) — (K(Y — 1), 3(s — ¢))

pallsell” + bllsa|[* + 40lIs][*] + (3k(¥ — us). s0) = —I|s][*. (6.7)

+(B(s = V)i, 3(s — ¥)y) = 0.
Fazendo integracao por partes e usando as condigoes de fronteira obtemos

2 Boall(s — )l + 30l (s — el
{3k — ) (5 — )) = ~261l(s — D)l (63

Agora, somando (6.6), (6.7), (6.8) e observando o cancelamento dos termos abaixo

+  (Bk(¥ — ug)a, —U1)
— Bk —ug), (s —¥))
+ Bk — ), s)

fica provado o carater dissipativo da Energia Total do sistema, isto é,

d
—E() < =3allu|]* — dls.||* = 38]I(s — ).
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6.3.2 Lemas técnicos

Observamos que o funcional de energia restaura alguns temos da energia com o sinal
negativo.

d
—E(t) < =3allu|]* — dyls.||* = 38]I(s — ).l

Estamos interessados em construir um funcional de Lyapunov que restaure todos os termos
da energia com o sinal negativo e para conseguirmos nosso obketivo considere os seguintes
lemas.

Lema 6.1. Definindo

S(x,t) = / s(r,t)dr e Li(t) = (p1us, S) + (2pas, ) + 27]|s| %,
0

temos

d 1 1
G 0) < =20l = 201+ C. s+l ] + < | 5l1F + 31112

Demonstrag¢ao. Usando (6.3) obtemos

d
dt<p2st’> = (p2Su, ) + (251, 51

= (bSys,s) — (3k(v) —uy),s) — (405, s) — <4fyst, s) + (pasi, S¢)

= —blsell* — (Bk(¥ — uy), 5) — 49]|s]|* — 475%“ s|I* + pal el .
Usando S temos
d
E<3P1Ut, S) = (3pruu,S) + (3p1us, Sy)
= —(3k(¢ — ug)s,S) — (Bauy, S) + (3prug, S¢)
= (Bk(v — ug),Ss) — (Bauy, S) + (3pruy, Si)
= (Bk(¢ — ug),s) — (Bauy, S) + (3prug, Sy).
Agora temos
d

() = =b|sz[[* — 4d[[s]]” + polls:[* — (3aws, ) + Bprue, So).

Note que [[S[[* < [[s|[* , [[S|[* < [[s:]]*.

Escrevendo

e (6.9)

0%
\/E7 pl_ \/E

Ve

e usando a desigualdade de Young, obtemos

d 1 1
S (0) < el = 4311+ C [l + ] + € | Gls1P + 5l
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Lema 6.2. Definindo

U(z, 1) :/0 W )dr e Lo(t) = —(pre, @) + (prus, u) + %a|]u\|2,

obtemos

d 1 1
%La(t)é—QbII@D—UzIIQJrCeIIutIIQJrE I+ Sl -

Demonstragao. Usando (6.1), obtemos

o) = (prie, )+ (prae )
= —(k(¢ — ug)s, u) — (Qug, u) + (prug, uy)

1d
= (R — ), wa) — alul + gl

1d
= (R~ ) e — 6+ ) — 5 ol +
1d
= —k||¢—ux||2+<k(¢—ux),¢>—§EQ|IU|I2+p1|IutI|2-
Usando ¥ temos
d
— 7 \P1Ut, = —{P1Ut, — (P11, Wy
S ®) = (i, ¥) = (o, W)

= (k( = up)z, ¥) + (Qug, U) — (prug, Uy)
—(k() — uy), V) + (aug, ¥) — (prug, Us)
—(k(Y — ug), ) 4 (o, U) — (prug, Uy).

Note que [[[|* < [[9[]* , [[W][* < [[eo]]*.

Usando (6.9) e a desigualdade de Young, obtemos

d 1 1
5 La(0) < ~Hll6 = wall+ Cllul < 1101 + 511w

Lema 6.3. Considere
L0 = (s = ) (5= ) € (at) = [ (s = 0)lrt)ar
Definindo
Ly(t) = —{prus, ®) + L(t) + 2[5 — | >

temos

d

1 1
ZLa(8) < =bll(s = )l [* + prll(s = )l + O[] + € {§|I(s—¢)ll2+ SLICREONINE
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Demonstracao. Usando (6.2), obtemos

d

SL) = (pals — D) (s = ) + (pals =)o (5 — V)
= (bl = D)ars (5 = )+ ((Y = ), (5 = )
= {Bs = V) (5 = 0) + {pals — s (5 = 1))
= (b — ) (5 = 0):) + (b — ), (5 — )
= {Bs =)o (5 = 0) + {pals = 0o (5 = 1))
1d

= =ll(s = )ll* + (kY = w), (s = 0)) = 52 Blls = II* + pal (s — )l *

Usando &, temos

d
——(prug, ) = —(pruw, P) — (prue, Or)

dt
= (k(y Ux):w D) + (auy, @) — (prug, D)
— (k¥ — ug), @s) + (aug, @) — (pruy, ;)
—(k( = ug), (s — ) + (qus, @) — (prus, P1).

Entao,

d

—La(t) = =bll(s = ©)al* + pal (s = O)ul[* + {au, @) = (prug, @).

Note que [|®[]* < [|(s = )|*, [[W[[* < [[(s = )l
Usando (6.9) e a desigualdade de Young, obtemos

d 1 1
ZLa(8) < =bll(s = ¥)al[* + pall(s = )l + Clfuel P + € |SHl(s = D) + S ll(s =)l -

6.3.3 Estabilidade exponencial

Estamos em condicoes de provar nosso principal resultado.

Teorema 6.2. O problema

P1Us + k(¢ — Ug)z + auy =0,
p2(8 = V)it — b(s — V)aw — k(Y — uz) + B(s — 1), = 0,
P51t — bSyw + 3k(V — uy) + 40s + 4ys, = 0.

€ exponencialmente estdvel, isto €,

E(t) <CE@)e ™ for some C >0, w > 0.
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Demonstracao. Temos

d

L g0 < —salfu  dylls* - 381](s ~ )

d 1 1
) < =2l = 2011+ Cc [l + hull) + |11l + sl
d

1 1
a < _ . 2 2 L 2, * 2|
SLa(t) < —20ll — wl + Collul +e[2||¢|| +2||¢t||]

d

1 1
prRGIONS —bH(S—w)xHQ+p1!|(8—fﬂ)tHQJrCeHutH“rE{QH(S—Qﬂ)H%r§H(s—"¢)t|!2]-

Agora definimos o funcional de Lyapunov L(t) por
L(t)=NE(t)+ Li(t) + Lo(t) + Ls(t),

e entao temos para e absolutamente pequeno e N suficientemente grande que

%c@) < —CyE().

Da equivaléncia entre £(t) e E(t) concluimos que

E(t) < CE)e ™" for some C >0, w > 0.
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