Universidade Federal do Rio Grande Grande do Norte - UFRN
Centro de Ciéncias Exatas e da Terra - CCET

Departamento de Matematica

Semana da Matematica - 18 a 21 de outubro de 2016

PROBLEMA DE TRANSMISSAO

PARA A EQUACAO DE ONDAS *

CARLOS ALBERTO RAPOSO DA CUNHA T

Sumario
1 Introducao 2
2 Objetivo 3
3 Metodologia 3
4 O Método de Faedo-Galerkin 7
4.1 O problema aproximado . . . . . . . .. ... 7
4.2 Estimativas a priori . . . . . . ... 8
4.3 Passagem ao limite . . . . . .. ... oo 9
4.4 Unicidade de solugao . . . . . . . . . ..o 11
5 O Método de Energia 11
6 O problema de Transmissao 13
6.1 Preliminares . . . . . . . . ... 13
6.2 Existencia de solucao . . . . . . ..o 15
6.3 Estabilidade exponencial . . . . . . . . ... ... 18

*Cadigo de classificagdo matemdtica: 35125, 35L15

Palavras-chave: Equacao de ondas, método de Faedo-Galerkin, sistema dissipativo, problema de trans-
missao, estabilidade de solugao.

TUFSJ - Universidade Federal de Sao Jodao del-Rei, Brasil, raposo@ufsj.edu.br,
www.carlosraposo.com.br



1 Introducao

O estudo das Equacoes Diferenciais comega com a criacao do Calculo Diferencial e Integral
no século XVII e é guiado, inicialmente, por suas aplicacoes a mecanica das particulas.
Nessas aplicagoes, o uso de leis fisicas, como as trés leis de Newton da Dinamica e a lei
da gravitacao universal, possibilitam obter Equacgoes Diferenciais Ordinarias que repre-
sentam os fendmenos em estudo.

O sucesso em tratar esses problemas utilizando o Célculo foi um enorme estimulo aos
fisicos e matematicos do século seguinte em procurar modelos para problemas da Mecanica
do Continuo e de outros ramos da Fisica ( Termologia, por exemplo) que expressem
fenomenos em termos de Equacoes Diferenciais.

Entretanto as equagoes resultantes, sendo Equacoes Diferenciais Parciais, traziam sérias
dificuldades em sua resolucao.

Dois problemas basicos que aparecem no estudo dos matematicos do século XVIII sao
as seguintes:

(1) No problema da conducao do calor em uma barra, a temperatura u(z,t) do ponto
x da barra, no instante t, deve satisfazer a equacgao do calor

U — k Uz, = 0.

(2) No problema das vibragoes transversais de uma corda, a posigao u(z,t) de um ponto
x da corda, num instante ¢, deve satisfazer a equacao de ondas

Uy — k Uy = 0.

Para os problemas (1) e (2), k é uma constante real positiva. A obtengao de solugoes
satisfazendo, além da equacao diferencial, a certas condigoes iniciais e condigoes de fron-
teira ¢ uma tarefa dificil.

Para o estudo da existéncia de solugao destes problemas os métodos analiticos foram
surgindo por adaptagao de uma idéia original de Fourier (1822), que consistiu na técnica
de separacao de variaveis para obter problemas de autovalor, para as Equacoes Diferen-
ciais Ordindrias, estreitamente relacionadas com as Equacgoes Diferenciais Parciais em
questdao. Em (1908) tivemos o método de Ritz para problemas variacionais e como ge-
neralizacao deste tivemos o método de Galerkin (1908). Explorando a idéia original de
Fourier, Sandro Faedo (1945) aprimorou o método de Galerkin e desenvolveu um método
conhecido atualmente como método de Faedo-Galerkin para a resolucao de problemas de
evolugao.

Neste contexto duas questoes surgem naturalmente na resolucao de problemas governados
por Equacoes Diferenciais Parciais: A existéncia da solugao e a estabilidade da solugao.
Neste minicurso estudaremos estas duas questoes.



E portanto, de fundamental importancia o futuro matematico dominar o método de
Faedo-Galerkin, atualmente o mais utilizado para resolucao analitica de Equacoes Di-
ferenciais Parciais e em relacao a estabilidade, dominar o Método de Energia, utilizado
para fazer a analise do comportamento assintotico da solucao obtida.

O ambiente natural para buscar a solucao de Equagoes Diferenciais Parcias é o Espaco
de Sobolev cuja referéncia bibliografica classica ¢ R. A. Adams [4]. Com relagdo ao com-
portamento assintético da solugao a bibliografia esta diretamente relacionada com o tipo
de mecanismo dissipativo introduzido para a estabilizacao do sistema. Neste minicurso
limitaremos o estudo ao “damping” friccional, ver E. Zuazua [2].

Cabe informar que utilizaremos uma bibliografia mais recente o que permitird ao aluno
uma analise comparativa da evolugao da linguagem e das técnicas aprimoradas nos tltimos
anos.

As idéias centrais do que pretendemos estudar no ambito deste minicurso pode ser encon-
trada em [5].

2 Objetivo

Nosso objetivo é estudar a existéncia de solucao para a equacao de ondas através do
método de Faedo-Galerkin, estudar o comportamento assintético para ondas com amor-
tecimento friccional em todo o dominio utilizando o Método de Energia e por fim a
estabilidade da solucao para o correspondente problema de transmissao, onde o atrito
estd localizado em uma pequena parte do dominio.

3 Metodologia

Denotamos por

L
L*(0,L) = {u . (0,L) — R\/ lu |*dx < C}
0
e introduzimos os seguintes espacos de Sobolev, que faremos uso ao longo do texto.

H'(0,L) = {ue L*(0,L) talque u,€ L*(0,L)},
Hy(0,L) = {ue H'(0,L) tal que u(0)=u(L)=0},
H?*(0,L) ={ue€ L*(0,L) talque u, € L*(0,L) e wu, € L*(0,L)}.



Inicialmente iremos considerar as pequenas vibracoes verticais de uma corda delgada de
comprimento finito L, fixa nas extremidades. Vamos denotar por u = u(z,t) a posigdo
da corda no ponto = € (0, L) no instante ¢t > 0. Nesta condi¢ao temos o seguinte modelo
conhecido como equagao da onda.
utt—kzum = O, S (O,L),t>0,

uw(0,t) =u(L,t) = 0, t>0. (3.1)
Os dados iniciais do problema (3.1) serao escolhidos nos espacos de Sobolev conforme
indicado abaixo

u(z,0) = wup(x) € Hy(0, L)
(3.2)
u(z,0) = w(x) € L*(0,L).

Em seguida iremos obter a solugao de (3.1)-(3.2) através do Método de Faedo-Galerkin,
o qual consiste em obter a solugao do problema aproximado em um espaco de dimensao
finita e usando resultados de imersoes dos espacos de Sobolev, gerar condigoes para pas-
sagem ao limite e consequentemente obter a solucao do problema no espaco onde estao
localizados os dados iniciais.

Esta solugdo com os dados iniciais em H} e L? é denominada solugao fraca enquanto
que a solugao com os dados iniciais ug € Hj N H* e u; € H} é denominada solugao forte.

Conhecendo a solugao denotamos a energia total do modelo por

1 [t k [F
E(t) = —/ |ut|2dx + —/ |ux|2dx,
2 Jo 2 Jo

onde a primeira parcela é a energia cinética e a segunda parcela é a energia potencial.

E facil verificar que a energia total de (3.1)-(3.2) é conservativa, isto é
d

ZB(t) = 0.

Acontece que em situacoes da vida real, a corda apds ser posta em movimento, deixa
de vibrar por varios motivos, tais como, o atrito, a resistencia do material, a diferenca de
temperatura entre a corda e o meio ambiente, a viscosidade, etc. Estaremos abordando o
modelo com atrito, cuja formalizacao segue abaixo.
Uy — kg +auy = 0, xe€ (0,L), t>0,
u(0,t) =u(L,t) = 0, t>0.
(3.3)
u(z,0) = wup(x)

w(z,0) = w(z).
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Neste momento utilizando adequados multiplicadores, via o Método de Energia construi-
remos um funcional de Lyapunov, que é um funcional equivalente ao funcional de Energia
e que decai exponencialmente.

Com o funcional de Lyapunov iremos provar a estabilidade exponencial do modelo dissi-
pativo (3.3). Do ponto de vista matematico iremos provar a seguinte desigualdade

E(t) < CE(0) et

onde C' e w sao constantes reais, positivas e independentes dos dados iniciais. Agora
observamos que o atrito tem efeito em toda a corda, isto é, o atrito esta definido em todo
o intervalo (0, L).

Atrito em todo o dominio

w(z,t), x € (0, L)

| L |
f 1

Constitui-se um problema interessante do ponto de vista matematico localizar o atrito
em apenas uma pequena parte do dominio. Neste sentido também iremos considerar o
seguinte modelo

Uy — kluxx +au; = 0, T € (O, Lo), t> 0, (34)
Vit — kgvxx = 07 x € (LO, L), t> O, (35)

satisfazendo as seguintes condigoes de fronteira
u(0,t) =v(L,t) =0, t>0, (3.6)
as seguintes condi¢os de transmissao
u(Lo,t) = v(Lo,t), kiug(Lo,t) = kovy(Lo,t), t >0, (3.7)
e dados iniciais

u(z,0) = u'(x), w(z,0)=u'(x), x€ (0,L),
(3.8)
v(r,0) = 1%(x), wv(x,0)=2v"(z), ze€ (Lo,L).



Note que agora o atrito estd localizado no intervalo (0, Ly).

Parte com atrito Parte sem atrito

u(z,t), x € (0, Lo) v(x,t), v € (Lo, L)

‘ — Lo L—Lg

Duas questoes centrais surgem de modo natural:

Questao 01. A dissipacao localizada em parte do dominio é suficiente para estabilizar
todo o sistema ?

Questao 02. Se o sistema (3.4)-(3.8) for estdvel, qual a taxa de decaimento da solugao ?
O ponto alto deste minicurso é responder a estas questoes.

Na pratica o modelo (3.4)-(3.8) esta relacionado com a descoberta de novos materiais
para aplicacao na industria. O que estamos fazendo ¢ “misturando” materiais de propri-
edades fisicas diferentes, sendo um deles dotado de boas propriedades fisicas. Estamos
provando que as propriedades do material “bom” se transmitem ao outro gerando um
novo material com propriedades fisicas boas e viavel do ponto de vista economico, posto
que no modelo (3.4)-(3.8) utilizamos apenas uma pequena quantidade do material que
estamos indicando como “bom”.

[remos entao provar a estabildade exponencial deste sistema que estamos denominando de
Problema de Transmissao para a equacdo de ondas com amortecimento friccional. Para
provarmos o decaimento exponencial da solucao iremos utilizar as idéias contidas em
Raposo & Bastos [05].



4 O Método de Faedo-Galerkin

Inicialmente vamos dizer o que entendemos por solucao fraca para o modelo

utt—kum = O, T e (O,L), t>0,
u(0,t) =u(L,t) = 0, t>0

u(z,0) = ug € Hy
u(z,0) = wuy € L?
Definigao 4.1 Dizemos que u : (0,L) — R é uma solucao fraca para (4.1) quando
L

d L
— utgbd:v—l—k;/ Uy ppdr =0 Y ¢ € H(0,L)

e a indentidade € no sentido de D'(0,T).

Vamos provar a existéncia e unicidade de solugao para (4.1) utilizando o método de Faedo-
Galerkin.

4.1 O problema aproximado

Considere {wy, wa, - *, Wy, - - -} uma base de H}(0, L). Como H} é um espago de Hilbert,
podemos utilizar o processo de ortogonalizacao de Granh-Schmidt e sem perda de gene-
ralidade, podemos supor que esta base é ortonormal.

Seja Vi, = [wy,ws,- - -, wy] 0 espago vetorial finito gerado pelos m-primeiros vetores
da base de tal forma que

lim V,, = H;.

m—00

O problema aproximado consiste em encontrar u™ € L*>(0,7T,V,,) tal que

d L L
—/ u;"gbdx—i-k/ uy ¢ dr =0 Yoel, (4.2)
e além disto
u™(2,0) = ul' —uy em H;
u(x,0) = u" —wu; em L2

onde



Fazendo ¢ = w; € V,,, em (4.2) obtemos

d

L L
—/ u;”wl-da:ij/ urwidr=0 em V,
dt J, 0 ’

isto é
L L
/u;?wid:c—i—k/ uy Wiy dr =0 em V,
0 0

de onde segue

m L m L
Z/ g;-/m(t)wj w; d:L’+k;Z/ Gim(Ow; Wi, de =0 em V.
j=170 j=1"0

Sendo a integral em (0, L) temos

m L m L
S 0®) [ wywide + 1Y gn®) [ wiviade =0 em Vi,
= 0 0

j=1

Agora definimos
mo oL
A" = kZ/ Wiz Wi g dT
j=1"0

e usando as propriedades da base ortonormal obtemos
gjm(t) + Amgjm<t> =0,

que é um Sistema de Equacgoes Diferenciais Ordinarias de 2* ordem, que admite solucao
tnica em (0,77), T' > 0 para dados iniciais fixados.

4.2 Estimativas a priori

Vamos agora obter as estimativas que nos possibilite a passagem ao limite no problema
aproximado.

Fazendo ¢ = w; e multiplicando a equagio aproximada (4.2) por g;m(t) obtemos

L L
/ ugy Q;m(t) w; dx + k:/ u g;-m(t) Wiy dr=0 em V,,
0 0
aplicando o somatorio temos
L m ) L m )
/ Uy Zgjm(t) w; dr + k/ (A Zgjm(t) Wiy dr =0 em Vp,
0 j=1 0 j=1
de onde segue
L L
/ ugu?dl’—i—k/ ululide =0 em V,,
0 0
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que pode sescrito do seguinte modo

1d [* kd "
sdt |, \u?\de+§% i u™?dr =0 em V,.

Agora integramos em (0,7"), T > 0 e obtemos

1 [* ko[* 1 [* k"
5/ |u§"\2dx+§/ ]u?!dezﬁf \u’f‘|2dx—|—§/ lug', > dz em V.
0 0 0 0

Lembrando que

m 1
uy’ —up em H

u" —u; em L2

e que V,, C H} C L? temos que

1 [t ko[*
5/ lu™|? do + 5/ [u? dx < C. (4.3)
0 0

Temos entao que
w ¢ limitada em L*°(0,T}; L?)
u™ & limitada em L>(0,T; L?)

T

logo existe uma subsequéncia de u™, que continuaremos denotando do mesmo modo, tal
que

w —u;  em L®(0,T; L% (4.4)
u™ —u, em L>(0,T;L? (4.5)

4.3 Passagem ao limite

Da equagao (4.2) temos

d

L L
—/ u?wdw%—k/ uy wydr =0 YV weV,.

Multiplicando por 6 € D(0,T) e integrando em (0,7") obtemos

T g4 (F T L
/ d_/ udexth+k/ / uy wydrfdt =0 Y welV,.
o dtJo o Jo

Integrando por partes obtemos

T L / T L
—/ / utwdx 6 dt—l—k:/ / uy wydrfdt =0 YweV,.
o Jo o Jo



Agora passando ao limite m — oo e utilizando as convergéncias (4.4) e (4.5) temos

T L , T /L
—/ / wwdx 6 dt—i—k/ / Uy Wy dr Odt =0 VwEH&.
o Jo o Jo

Integrando novamente por partes

T g L T L
/ —/ utwd:cﬁdt+k/ / Uy Wy dr Odt =0 VwEH&.
o dt Jo o Jo

Logo podemos escrever
d L L
<—/ utwdxedt+k/ Uz wydzOdt, §) =0

onde (, ) denota o produto interno em D(0, 7).

Podemos afirmar que
d [* L :
7 utwdx+k/ Uy wydr =0 YV we Hy em D(0,T).

0 0
0 que prova a existéncia de solucao fraca.
Observacao 4.1 Note que para a obtencdo de solugao fraca provamos
1 [* ko[*

—/ lu™ | do + —/ |u™|? dz < C,

2 Jo 2 Jo

isto €, provamos que a energia de primeira ordem € limitada.

Agora vamos definir solucao forte. Considere o seguinte problema

utt—kzum = O, T € (O,L>,t>0,
uw(0,t) =u(L,t) = 0, t>0

u(z,0) = wuy € Hy N H?
uy(2,0) = wuy € Hy
Definigao 4.2 Dizemos que u : (0,L) — R é uma solugao forte para (4.6) quando
d L L
pr uttgzﬁdquk/ Ut pdr =0 VY ¢ € Hy(0,L)N H*(0,L)
0 0
e a indentidade € no sentido de D'(0,T).

Observacao 4.2 Para provamos a existéncia de solugao forte, derivamos a solu¢dao apro-
ximada em relagdo a varidvel tempo e procedimos de maneira andloga ao caso de solu¢ao
fraca para obtemos uma limitagcao para a energia de sequnda ordem, do tipo abaizo

1 [t 1 [
5/ |u§?!2dx+§/ \uzﬂzdeC,
0 0

com esta limitagcao podemos obter as convergéncias necessdrias para passagem ao limite
na equacao aprorimada.
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4.4 Unicidade de solucao

Vamos supor que exista duas solugoes u e v nas seguintes condigoes:

utt—kum = O, T e (O,L), t>0,
uw(0,t) =u(L,t) = 0, t>0

(4.7)
u(z,0) = wuy € Hy N H?
uy(2,0) = uy € Hy
Utt—kvm = 0, T € (O,L), t>0,
v(0,t) =v(L,t) = 0, t>0
(4.8)
v(r,0) = w € HyN H?
ve(z,0) = wu; € Hy.
Definimos z = u — v e obtemos de (4.7) e (4.8) o seguinte problema
Ztt_kza:at = O, T € (O,L), t>0,
2(0,t) =z(L,t) = 0, t>0
(4.9)

2(z,0) = 0€ Hyn H?
z(2,0) = 0€ H,.

Multiplicando (4.9) por z;, integrando por parte e usando a hipétese que os dados iniciais

sao nulos, temos que
1 [* ko[*
—/ |2|* dz + —/ |2.|? dz = 0,
2 Jo 2 Jo

de onde segue diretamente da desigualdade de Poincar’e que z = 0 e portanto u = v.

5 O Meétodo de Energia

Nesta secao iremos considerar a equacao de ondas com amortecimento friccional e ire-
mos provar que a solugao decai exponenciamente. Neste sentido consideremos o seguinte
problema:

Uy — kg +au, = 0, x€ (0,L), t>0,
uw(0,t) =u(L,t) = 0, t>0.
(5.1)
u(z,0) = wup(x) € Hy(0,L) N H*(0, L)
u(z,0) = wuy(x) € Hy(0,L).



Inicialmente vamos mostrar que este modelo é dissipativo.

Multiplicando a equagao de ondas dissipativas por u; e integramdo em (0, L) obtemos

L L L
/ Uy Uy dx — k / Uy Up AT + / lug|* dz = 0.
0 0 0

Integrando por partes e utilizando as condig¢oes de contorno obtemos
d1 (& dk (X L
—— u|* dr + —= Ug|“dr = — « w|? dr,

d L
—E(t):—a/ g2 d, (5.2)
it i

isto é

de onde segue que a energia total é decrescente e portanto o sistema é dissipativo.
Agora note que na expressao (5.2) conseguimos recuperar parte da energia com o sinal
negativo, isto é, apenas a energia cinética. Vamos agora recuperar o restante da energia,

ou seja, vamos recuperar a energia potencial.

Neste sentido, multiplicando a equagao de ondas dissipativas por u e integrando em (0, L)

obtemos
L L L
/ uttudx—k:/ umudx—i—oz/ u; uwdr = 0. (5.3)
0 0 0
Note que
d 2
i U U+ |y
(5.4)
d 5.
Eu:gu = Uge U+ |uy

Agora integrando (5.3) por partes, utilizando as conndi¢oes de contorno e também as
identidades (5.4) obtemos

d [t o [t L L
—[/ upudr + —/ lu|? dx] = / || d — k/ g |* da. (5.5)
dt’ Jo 2 Jo 0 0

Agora definimos
L o [r
Ey(t) :/ utud:v—f——/ lu|? dx
0 2 Jo
e de (5.2) e (5.5) obtemos para € > 0

%[E(t)+eEl(t)] :—(a—e)/o \utmm—kg/() 2 da. (5.6)

12



O funcional L(t) = E(t) +¢ E;(t) é denominado de funcional de Lyapunov. Por sua cons-
trugao este funcional é equivalente ao funcional de energia E(t), isto é, existem constantes
positivas ¢ e ¢y tal que

c1 E(t) < L(t) < e E(t). (5.7)
Agora escolhendo
!
£=3

segue de (5.6) que

d 1 [* ko[*

Finalmente usando (5.7) na expressao anterior podemos concluir que
—wt 1 o
Et)<CE0)e ™", onde C=— e w=—

C1 (&) .

Vamos provar que o mesmo resultado sobre o decaimento exponencial vale para solugoes
fracas. Para isto, fixamos o dado inicial fraco, por densidade, consideremos uma sequéncia
de dados fortes que converge na norma de E(t), ao dado inicial fraco, isto é,

E0,u") — E(0,u) quando n — oo.
Pelo resultado anterior temos
E(t,u") < CE(0,u")e ™!

onde C' e w nao dependem dos dados iniciais. Agora usando a semi-continuidade fraca do
funcional de energia temos que

E(t,u) < liminf E(t,u")

n—oo

< liminf C E(0,u™) e "

- n—00

< CE(0,u)e ™"

Na proxima secao iremos localizar a dissipacao em parte do dominio e estudar a existéncia
e o comportamento assintotico da solucao do correspondente modelo.

6 O problema de Transmissao

6.1 Preliminares

Varios autores estudaram a equagao de ondas com dissipacao. Mencionamos por exemplo,
o trabalho de Zuazua [2] onde foi obtida a taxa de decaimento uniforme para a solugdo
de uma uma classe de equacoes de ondas nao lineares com ”damping“ fricicional atuando
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em todo o dominio. Nesta direcao, a questao natural que surge é: Qual a taxa de de-
caimento quando a dissipacao tem efeito apenas em uma parte do dominio? O propdsito
deste minicurso, pelo menos em parte, é responder a esta questao. Iremos considerar a
propagacao de ondas sobre um corpo consistindo de dois tipos diferentes de materiais.
Denominamos isto de problema de transmissao. Este tipo de problema aparece frequen-
temente em aplicagoes onde o dominio é caracterizado pela existéncia de varios materiais,
cujas propriedades elasticas sao diferentes.

Vamos agora falar um pouco sobre alguns resultados relacionados com o tema. A existéncia,
regularidade e a controlabilidade exata do problema de trasnmissao para a equacao de
ondas puramente elastica foi estudado por Lions [4]. O problema de transmissdo para
ondas viscoeldsticas foi estudado por Rivera & Oquendo [8] que provaram o decaimento
exponencial da solucao usando resultados de regularidade da integral de Volterra e pro-
priedades regularizantes da viscosidade. O comportamento assintotico para o problema
de transmissao de um sistema acoplado de equagoes de ondas foi estudado por Raposo [1]
utilizando a mesma técnica apresentada neste minicurso.

Seja ki, ko e a nimeros reais positivos e 0 < Ly < L. O sistema considerado aqui
é

Uy — K Upe + 0wy, = 0, x€ (0,Lg), t >0, (6.1
Uy — kovgy, = 0, x € (Lo, L), t >0, (6.2)
satisfazendo as condigoes de fronteira
u(0,t) =v(L,t) =0, t>0, (6.3)
condicoes de transmissao
w(Lo,t) = v(Lo,t), kiug(Lo,t) = kovg(Lo,t), t >0, (6.4)
e dados iniciais
u(z,0) = u’x), w(x,0)=u'(x), z€ (0,Ly),
(6.5)

v(r,0) = 2), v(z,0)=0v'(z), € (LyL).

Estaremos particularmente interessados em estudar o comportamento assintotico da solucao
do problema acima. Nosso principal resultado é o Teorema 6.2 onde provaremos que a
solugao de (6.1)-(6.5) decai exponencialmente a zero, independentemente do comprimento
L — Ly. A idéia que utilizaremos consiste em obter adequados multiplicadores para cosn-
truir um funcional de Lyapunov para o sistema.

Denotamos o espaco
V= {(u,v) € H'(0,Lo) x H' (Lo, L) : u(0) =v(L) =0, u(Ly) =v(Lo)}
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que dotado com o produto interno

LO LO
(u', '), (v, 0?)) = / ulu? dw +/ viv?dx
0 0

é um espago de Hilbert. As energias associadas as equagoes (6.1) e (6.2) sao,

1 Lo
Ei(t) = 5 / sl + s ] de

1 L
Ey(t) — 5/L o2 + kaus|?] dz

0

respctivamente. Denotaremos E(t) = Ey(t) + E2(t) a energia total associada ao sistema

(6.1) - (6.5).

A seguir organizaremos o trabalho do seguinte modo: na Subsegao 6.2 mostraremos a
existéncia de solugao fraca e forte para o sistema (6.1) - (6.5), e na Subsecao 6.3 provare-
mos o decaimento exponencial.

6.2 Existencia de solucao

Inicialmente vamos dizer o que entendemos por solucao fraca para o problema de trans-
missao.

Definigao 6.1 O par (u(z,t),v(x,t)) € uma solucao fraca para o sistema (6.1) - (6.5)
quando
(u,v) € L=(0,T;V) N Wh®(0,T; L*(0, Lo) x L*(Lo, L)),

e satisfaz

—/LO (b(O)d:L'—/ d:v—/ /Loutqﬁtd:cdt—/ /L vy da dt
// ux¢mdxdt+k2/ /Lovxwl,dxdtﬁLa/ /Loutgbd:tdt ~ 0

para qualquer (¢,v) € L=(0,T; V)NW1°(0,T; L?(0, Lo)x L?(Ly, L)) tal que (¢(T), % (T)) =
(0,0).

Teorema 6.1 Seja (u°,0%) € (H%*(0,Ly) x H*(Lo, L)) NV e (u*,v') € V wverificando as

condigdes de transmissdo. Sob estas condi¢oes a solugao (u,v) de (6.1) - (6.5) satisfaz

2
(u,v) € () WHE=(0,T; H*7*(0, Lo) x H***(Lo, L).
k=0
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Prova.- Provaremos este resultado usando o método de Faedo-Galerkin. Neste sentido

considere a base {(¢°, %), (¢!, 9), (¢?,¢?),---} of V e seja
(ts V) (g 0,) € [(@7,0°), (81, 001) -+ (6™, 0™)].
Resultados conhecidos de Equacoes Diferenciais Ordinarias garantem a existéncia e uni-
cidade de solucao -
(u™(t), 0™ (1)) == Z hjn ()(¢7,47)

Jj=1

para o sistema aproximado,

Lo ) L ) Lo ) L ) Lo )
/ up @' da + / vt dr + ky / Uz @, dx + ko / vy dx + a/ wp' dx = 0(6.6)
0 L 0 L 0

0 0

1 =20,1,2, -, m, com dados iniciais
(w™(0),v™(0)) = (U vp)s (uf"(0),0"(0)) = (g V).

m?’ Ym m’ -m

Iremos a seguir mostrar que a solugao continua limitada para todo m € N. Para provar
isto, primeiro multiplicamos a equagdo (6.6) por A, (t) e somamos em 7, para obter

d fo e
aEm(t) = —04/0 |uy" | de.

Integrando a identidade acima de 0 a ¢, temos
E™(t) < E™(0)
mostrando que a energia de primeira ordem E™(t) é limitada para todo m € N.

Agora denotamos a energia de segunda ordem por

en(t) =5 [P+ ke + 5 [P+ Rl .
0 0

Derivando a equagao (6.6) na varidvel ¢, obtemos

Lo 4 L 4 Lo ' L ' Lo '
/ Uttt¢z dz -+ / Uttth dz -+ kl / uxt¢; dx + kQ / va}tw; dx + CY/ utt¢z dx = 0.
0 L 0 L 0

0 0

Multiplicando a equagao acima por h;’ . (t) e somando em 4, obtemos

d fo s
agm(t) = —a/o luyy|© dx

que apos integrarmos de 0 to ¢ resulta

Em(t) < £™(0).
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A préxima etapa é estimar a energia de segunda ordem. Fazendo ¢ — 0" na equacao
(6.6), e multiplicando o limite resultante por A () obtemos

Lo L Lo L
[ wropde s [Cpofde = <k [ arOuno)de— ks [ )0 d
0 L 0 L

0 0

Lo
— a/ uy"(0)uy (0) dx.
0

Integrando por partes a equaca acima, obtemos

L

Lo L Lo
/ (02 dar + / WOV = / W™ (VU (0) dar + by / o™ (0)0(0) da
0 L 0

~ /O " U (0)um (0) da. (6.7)

Ap6s aplicagao da desigualdade de Young na equagao (6.7) encontramos

L

Lo L Lo
/ (O da -+ / WROPde < of / ()2 dr + / W (0)]2 da}
0 L 0 L

0 0
Lo
+ c/ " (0) 2 d.
0
que implica que o dado inicial
(u7(0),v(0)) ¢ limitado em  L*(0, Ly) x L*(Ly, L)),
e portanto £™(0) é limitada. Entao temos
E™M(t) ¢ limitada para rodo m € N.

A Energia de primeira e de segunda ordem sendo limitadas implica que existe uma sub-
sequéncia de (u™,v™), a qual continuaremos denotando do mesmo modo, tal que

(u™ v™) > (u,v)  em  L®(0.T;V),
(ui, ") = (ug, ) em  L*(0.T3V),
(ul, vy = (wg,vye)  em L0175 L*(0, Ly) x L*(Lg, L))).

Nesta condic@o o par (u,v) atisfaz

Uy — klum + Uy = 0

Vet — kgl)xm = 0

Seguindo as mesmas idéias da secao 4 podemos facilmente concluir o restante da demons-
tracao.
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6.3 Estabilidade exponencial

A seguir iremos provar alguns lemas técnicos que serao fundamentais para obtermos a
prova do nosso principal resultado, o Teorema 6.2.

Lema 6.1 A energia total E(t) satisfaz
d bo )

Prova.- Multiplicando a equagao (6.1) por u; e fazendo a integragao em (0, Ly) obtemos

Lo Lo Lo
/ ugty dr — ky / Uy AT = —04/ lug|? da
0 0 0

que apos integragao por partes resulta em

d1

LO LO
——/ [|ut|2 + k1|u$|2] dr = —a/ |ut|2 dx + kyug(Lo)ue(Lo). (6.8)

Multiplicando a equagao (6.2) por v; e fazendo a integragdo em (Lo, L) obtemos

L L
/ VU AT — ko / ViU dx = 0.
LQ LO

Apos integracao por partes obtemos

d1 [F
@2 / [[onf? + Kalva ] d = — s, (Lo)ur(Lo). (6.9)
Lo

Somando (6.8) com (6.9) e utilizando as condigoes de transmissao (6.4) podemos concluir
que

d Lo
—E(t) = —a/ |y |? da. (6.10)
dt ;

Lema 6.2 FEzistem constantes posditivas Cy e Cy independentes dos dados iniciais, tal
que, o funcional definido por

Lo
Ji(t) = / (x — Lo)ugu, dz
0

satisfaz

d Lo kL
%Jl(t) S —ClEl(t) —+ Co/ |’U,t|2 dx + %|U‘T(O)|2
0
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Prova.- Multiplicando a equagdo (6.1) by (x — Lo)u, e fazendo a integracao em (0, L)
obtemos

Lo Lo Lo
/ (x — Lo)ugyuy de — ky / (x — Lo)uptiyy, dx = —a/ (x — Lo)ugusdr.  (6.11)
0 0 0

Note que

d
E(I — Lo)ugu; = (x — Lo)uguy + (x — Lo) gty (6.12)

Agora usando (6.12) in (6.11) obtemos

Lo Lo 1
% i (x — Lo)ugusde = /0 (x—LO)—[%|ut|2] dx

fo 1.d
+ k:l/ (x — Lo)=[-+|u.|?] do
0 ZL’
Lo
- a/ (x — Lo)uguy dx
0

e fazendo integracao por partes temos

L P L e 5 [ e
— T — Lo)ugu  de. = ——/ U da:——/ Uy |~ dx
dt J, 0/ e 20y 2 Jo

kL
S lua(0)?

Lo
- a/ (x — Lo)uguy dr +
0

de onde segue que

d ko
E(]l(t) S —OlEl(t) + Oo/ |Ut|2d(L’ +
0

leo
2

[z (0)*.

Lema 6.3 FEuziste uma constante positiva Cy, independente dos dados iniciais, tal que, o
funcional definido por
L
Jo(t) = / (x — Lo)vw, do
Lo
satisfaz
d ko(L — Ly)

—Jo(t) < —CaEs(t) + 5

L(L)|?.
- [vs(L)]

Prova.- Multiplicando a equagcao (6.2) por (z — Lg)v, e fazendo a integracao em (Lo, L)
obtemos

L L
/ (x — Lo)vyvy do — kg/ (x — Lo)vgze dz = 0. (6.13)
L

0 Lo
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Note que
d
E(m — Lo)vyvy = (v — Lo)vgvy + (x — Lo)vgvy. (6.14)

Agora usando (6.14) in (6.13) obtemos

d [ L 1.d
pr LO(x—Lo)vzvtdx = /L(a:—LO)—[—$|vt|2]dx

e fazendo integracao por partes temos

d [* I ky [* ko(L — L
— | (z— Lo)vgupdx. = ——/ |v,)? do — = [vg|? d + u|1)I(L)]2
dt Jr, 2 /L, Lo 2
de onde segue que
d ko(L — Ly)

Ejg(t) S —CgEg(t) +

Agora precisamos controlar os termos pontuais |u,(0)|* e |v.(L)|* que apareceram nos
Lemas 6.2 e 6.3 respectivamente. Para isto introduzimos os seguintes lemas

Lema 6.4 Seja p € C'(0, Ly) com p(0) > 0 e p(Lo) = 0. Entdo, existem constantes
positivas Cy, Cy, Ny independentes dos dados iniciais, tal que, o funcional definido por

Lo
J3(t) = NoJ1(t) +/ pusu, de
0

satisfaz

d Lo
at]g(t) S —C4E1(t) + N()CQ/ |U,t|2dl'.
0

Prova.- Multiplicando a equagao (6.1) por pu, e fazendo a integrac¢ao em (0, Ly) obtemos

Lo Lo Lo
/ P Uy dx — Ky / P UL UL, dT = —a/ P u U dx. (6.15)
0 0 0

Note que

d
P et = P UzUn + P Uz Uy (6.16)
Agora usando (6.16) em (6.15) obtemos

d [ro Lo 1 d
pr i pugudr = /0 p§[£|ut\z]dx

Lo 1 d
k —[—|ug|?*] d
b [ pglghuflde

Lo
— a/ P Uz dx
0
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e fazendo integracao por partes temos

d o I
pr i puguydr = —5/0 P |ug|* dx
k ky [Fo
~ SO OF = [ ds
2 2 Jy
Lo
— a/ P UL U d,
0

de onde segue que

d [*o Ky )
E/ZWMM4——mmmmﬂ+@a@.
t/, 2
Denotando
Lo
%@:Mm@+/;MMm
0
temos
d
%J:i(t) >~ —N()Cl El(t) + C3 El(t>
NokiL k
+ 021 % (0)* — Elp(0> |us (0)[?

Lo
+ Noco/ |ut|2dx.
0

Agora tomando Ny tal que Ny Cy > C3 e escolhendo p(0) = NyLy podemos concluir

d Lo
%J?,(t) S —C4E1(t) + N()O()/ |ut|2dx.
0

Lema 6.5 Seja g € C'(Lo, L) com q(Ly) = 0 e q(L) < 0. Entao, existem constantes
positivas Cs e Ny independentes dos dados iniciais tal que o funcional definido por

L
L®:Mk@+/qwﬂx

Lo

satisfaz

d
SIi(t) < ~CoBo(t).

Prova.- Multiplicando a equagao (6.2) por q v, e fazendo integracao em (Lg, L) obtemos

L L
/ q UV dx — k2/ G VpUpe dz = 0. (6.17)
L L

0 0

21



Note que

d
g4 VeV = 4Vl + q Vet Vs (6.18)

Agora usando (6.18) em (6.17) temos

d [F L'1.4d
qugvpde = /q—[—|’ut\2]da:
L x

dt Jr, L 24
L
1.d
+ ok [agllef)d
Lo 2 dx
e fazendo integracao por partes temos
d L 1 L )
— | quvedr = ——/ q lve|* dx
dt Lo 2 Lo

de onde segue que

Denotando

temos que

d
CIt) < —N\Cy Bs(t) + Cy Bs(t)

dt
Niko(L — Ly)

- (D) + (D) (D

2
Agora tomando N; tal que N; Cy > Cy e escolhendo g(L) = —N;(L — Ly) concluimos que

d
EJ4(t) < —CsEa(t).

Agora estamos em condigoes de mostrar o principal resultado deste minicurso.

Teorema 6.2 Vamos denotar por (u,v) a solugdo forte do sistema (6.1) — (6.5). Entdo
existem constantes positivas C' e w, tal que

E(t) < CE(0)e ",
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Prova.- Definimos
L(t) = Ny E(t) + J5(t) + Ja(t).

Do lema 6.1 temos

d Lo

L gy = —a/ |2 d.
0

Do lema 6.4 temos

d Fo
a:]g(t) S —C4E1(t) + NOCO/ |Ut’2d£€.
0

Do lema 6.5 temos

d
%sz(t) < =G5 Ea(1).

De fato temos

d fo
L) < —CLEN(t) = G5 Ea(t) + (NoCo — Noar) / g di.
0

Tomando N, suficientemente grande segue que

ety < B

Observando que L(t) é equivalente a FE(t), podemos concluir que existem constantes
positivas C' e w, tal que

E(t) < CE(0)e ",

O Teorema 6.2 pode ser extendido facilmente para solucoes fracas usando argumentos de
densidade e a lei da semicontinuidade fraca do funcional de energia F(t). Neste sentido
temos o seguinte coroldrio cuja demonstracao é analoga a feita na secao 5.

Corolario 6.1 Sob as mesmas hipdtese do teorema 6.2. Existe constantes positivas C e
w, tal que

E(t) < C B(0)e~®",
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